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Abstract
We generalize several properties of linear algebraic groups to the case of the linear groups which
are defined in a field of finite Morley rank. We show three structure theorems and the conjugacy of
the borels, of the Carter subgroups, of the maximal tori. In conclusion we generalize the results to
fields of Morley rank ω.n without subgroups of finite rank. In contrary to the case of finite Morley
rank there are known examples of such fields with definable non-algebraic subgroups of GLn(K).
 2004 Elsevier Inc. All rights reserved.
Introduction
Dans cet article nous étudions les propriétés des groupes linéaires définissables sur un
corps omega-stable et principalement sur un corps de rang de Morley fini. La notion de
corps omega-stable est une généralisation de celle de pur corps algébriquement clos, et le
rang de Morley est une abstraction de la dimension de Zariski en géométrie algébrique. Le
coeur de notre sujet est donc de savoir si ces groupes sont algébriques. Cette question vient
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omega-stable simple infini de rang de Morley fini est un groupe algébrique sur un corps
algébriquement clos.
La conjecture de Cherlin–Zilber n’est pas encore résolue ; elle se heurte à deux obstacles
principaux dont l’existence est pour l’instant inconnue, qui sont les mauvais groupes et les
mauvais corps. En caractéristique p non nulle, grâce à un résultat de [21] l’existence des
mauvais corps semble peu probable. Quant aux mauvais groupes linéaires sur un corps
de rang de Morley fini et de caractéristique p non nulle, ils n’existent pas (voir [11,17]).
Quelle que soit la carectéristique, ils n’existent pas non plus dans GL2(K) [17], ni même
si K est seulement superstable [14].
Quand le corps est de rang de Morley fini et de caractéristique p, les tores ont un bon
comportement, mais on ne sait pas encore s’il peut exister un groupe unipotent définis-
sable non-algébrique ; tandis qu’en caractéristique nulle, ce sont les groupes unipotents
qui ne posent pas de problèmes. Cela explique que nos méthodes de démonstration soient
différentes dans ces deux cas, bien que nous obtenions des résultats semblables.
1. Généralités sur les groupes linéaires
Un corps superstable K est une structure formée d’un corps infini, muni des opérations
de corps et d’opérations et de relations supplémentaires, toute cette structure étant super-
stable. Si cette structure est omega-stable ou de rang de Morley fini, nous disons dans ces
cas que K est omega-stable ou est de rang de Morley fini respectivement.
D’après le Théorème de [13] un corps omega-stable infini est algébriquement, il en est
de même d’un corps superstable infini [7].
Le langage L d’un corps superstable consiste en deux parties L = LC ∪LS , où LC est
le langage des corps et LS est un langage d’opérations et de relations supplémentaires ; on
distinguera le langage total L, et le pur langage des corps LC . On appelle pur corps une
structure du langage LC qui est un corps. On voit que tout ce qui est définissable dans LC
l’est a fortiori dans L.
Les groupes définissables dans un pur corps algébriquement clos sont les exemples
classiques de groupes superstables : ce sont les groupes algébriques.
Nous rappelons la description des ensembles qui y sont définissables. On dit qu’une
partie F de Kn est un fermé de Zariski si c’est l’ensemble des solutions d’un système
d’équations polynomiales à coefficients dans K , et qu’une partie O de Kn est un ouvert
de Zariski si elle est définie par une disjonction d’inéquations polynomiales à coefficients
dans K . Une partie C de Kn est dite constructible si elle est une combinaison booléenne
finie de fermés de Zariski.
Les ensembles définissables dans un pur corps algébriquement clos sont les ensembles
constructibles. Le groupe GLn(K) des matrices inversibles carrées d’ordres n est ce qu’on
appelle un groupe algébrique, définissable dans le pur langage des corps ; on le considérera
comme le fermé de Kn2+1 défini par l’équation det[X]ij · Y = 1.
On dit qu’un sous-groupe H de GLn(K) est Zariski-clos, si l’ensemble H forme un
fermé de Zariski dans Kn2+1. Cela revient à dire qu’il est constructible, soit encore défi-
nissable dans le pur langage des corps. On dit aussi que H est un sous-groupe algébrique
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Un groupe Zariski-clos est dit (Zariski-) connexe s’il n’a pas de sous-groupe clos et
propre d’indice fini. La composante connexe d’un groupe Zariski-clos est son plus petit
sous-groupe algébrique d’indice fini.
Si G et H sont deux sous-groupes algébriques de GLn(K), H étant un sous-groupe
normal de G, alors le quotient G/H est aussi un groupe linéaire : il est définissablement
isomorphe à un sous-groupe algébrique de GLm(K), pour un certain entier m (voir [16,
p. 148])
Par ailleurs, tous les groupes algébriques simples sont aussi linéaires ; cela est dû au
théorème de Rosenlicht [16, Théorème 4.14].
Nous considérons maintenant un corps K superstable, et les sous-groupes définissables
(dans le langage total L de K) de GLn(K).
Nous commençons par un lemme de « conservation de la connexité ».
Lemme 1.1. Un groupe G Zariski-clos et Zariski-connexe n’a pas de sous-groupe définis-
sable propre d’indice fini.
Preuve. Nous procédons par induction sur la dimension de G, qui est aussi son rang de
Morley au sens de la pure théorie des corps algébriquement clos. Soient G un groupe
Zariski-connexe et clos, et H un sous groupe définissable normal d’indice fini dans G.
Si dim(G) = 0, G = {1} et c’est évident. Supposons, maintenant, que l’énoncé du lemme
soit vrai pour tous les groupes de dimension strictement inférieure à n, et considérons G
de dimension n. Si G a un sous-groupe clos connexe propre et normal N , dim(G/N) et
dim(N) sont strictement inférieures à n, si bien que l’hypothèse d’induction s’applique :
N ∩ H est d’indice fini dans N , donc H contient N ; H/N est d’indice fini dans G/N ,
donc H = G. Sinon, nous avons deux cas :
(i) G est abélien et sans sous-groupe algébrique infini propre ; dans ce cas, il est iso-
morphe soit au groupe additif K+ de K soit au groupe multiplicatif K∗ (voir [10,
Section 20.1]). Mais si K est superstable, et même stable, ni K+ ni K∗ n’ont de sous-
groupe définissable propre d’indice fini (voir [16, Théorème 5.10]).
(ii) Le centre de G est fini. Si un élément g n’est pas central dans G, son centralisateur est
d’indice infini dans G, et sa classe de conjugaison gG est infinie ; d’après le Théorème
des Indécomposables de Zil’ber (voir [16, Théorème 2.9]) appliqué dans le pur langage
des corps, gG∪{1} est indécomposable, si bien que gG engendre un groupe algébrique,
infini et normal dans G, qui est donc égal à G. Dans ce cas G n’a pas de sous-groupe
propre d’indice fini, définissable ou non (et G/Z(G) est simple). 
On peut donc dire, sans introduire d’ambiguïté dans l’usage du terme, qu’un groupe
définissable est connexe s’il n’a pas de sous-groupe définissable propre d’indice fini.
La clôture de Zariski d’un sous-groupe H de GLn(K) est le plus petit sous-groupe
Zariski-clos H¯ de GLn(K) contenant H . Soient G un sous-groupe définissable de GLn(K)
et H un sous-groupe définissable de G. La clôture de Zariski relative de H dans G est par
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Lemme 1.2. Si H est un sous-groupe normal relativement Zariski-clos dans un groupe
linéaire définissable G, alors G/H est canoniquement isomorphe à un sous-groupe du
groupe algébrique G¯/H¯ ; de plus G/H est définissablement isomorphe à un groupe li-
néaire.
Preuve. G normalise H , donc il aussi normalise H¯ , et est contenu dans le normalisateur
de ce dernier, qui est Zariski-clos. Donc H¯ est normal dans G¯ ; et pour deux éléments de G,
être congrus modulo H c’est la même chose que modulo H¯ , c’est-à-dire G/H ∼= GH¯/H¯ .
G/H est donc canoniquement isomorphe à un sous-groupe de G¯/H¯ ; comme ce dernier
est linéaire, G/H l’est aussi. 
Si G est abélien, sa clôture de Zariski l’est aussi ; plus généralement, toutes les pro-
priétés équationelles satisfaites par un sous-groupe G de GLn(K) sont préservées par le
passage à la clôture de Zariski G¯ ; en effet, comme une équation définit un fermé de Za-
riski, elle est satisfaite dans G¯.
Nous ne pouvons généraliser le Lemme 1.1 aux groupes relativement clos : si H est
relativement clos dans G, il n’y a pas de raison que H ◦ soit relativement clos dans G, ni
même dans H . Ou encore, la clôture de Zariski d’un groupe connexe est connexe, mais sa
clôture de Zariski relative ne l’est pas nécessairement.
Si X est une partie définissable de G, on dit que X est générique dans G si G est re-
couvert par un nombre fini de translatés (à droite ou à gauche : c’est équivalent pour une
partie définissable d’un groupe stable) de X. Si K est omega-stable, les parties génériques
de G sont celles qui ont même rang de Morley que G. Si A est un ensemble de paramètres
et g est un élément de G, le type tp(g/A) est dit générique sur A s’il ne contient que des
formules à paramètres dans A définissant des parties génériques de G. Ces types géné-
riques existent toujours ; quand K est superstable, ce sont les types de rang de Lascar RU
maximum dans G. Dire qu’un groupe G définissable est connexe revient à dire qu’il n’a
qu’un seul type générique, soit encore que l’intersection de deux ensembles génériques est
aussi un ensemble générique.
Lemme 1.3. Soit K un corps superstable, ou même seulement stable. Si G est un sous-
groupe définissable connexe de GLn(K), F est un fermé de Zariski, et G∩F est générique
dans G, alors G est inclus dans F .
Preuve. Posons F ′ = G ∩ F . Il existe donc un nombre fini d’éléments a1, . . . , am de G
tels que G ⊆ a1F ′ ∪ · · ·∪amF ′ ⊆ a1F ∪· · ·∪amF . Si G¯ est la clôture de Zariski de G, elle
est connexe, car G est connexe et la composante connexe G¯◦, qui est un fermé, contient G.
Donc G¯ ⊆ a1F ∪ · · · ∪ amF ; comme G¯ est un fermé irréductible, G¯ est contenu dans l’un
des aiF . Comme aiG¯ = G¯, G¯ est inclus dans F . 
Lemme 1.4. Soit K un corps superstable. Si G est un sous-groupe définissable connexe
infini de GLn(K), tout élément de G a un centralisateur infini.
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conjugaison dans G est générique. Par suite, G est génériquement d’exposant m et sa
clôture de Zariski G¯ aussi. Comme l’équation xm = 1 définit un fermé de Zariski, d’après
le Lemme 1.3, elle y est satisfaite partout, G¯ est un groupe algébrique connexe d’exposant
fini, il est donc nilpotent, G l’est aussi, avec un centre infini : c’est une contradiction. 
Un groupe est dit infiniment définissable s’il est intersection d’un nombre infini de
groupes définissables. Si K est omega-stable et G est infiniment définissable, il est défi-
nissable (voir [16, Corollaire 5.19]). Par contre, dans le cas superstable, il peut être néces-
saire de considérer des groupes infiniment définissables, et en particulier, les composantes
connexes des groupes définissables. Pour les étudier, il faut éventuellement remplacer K
par une extension élémentaire |L|+-saturée.
Remarque 1.5. Les Lemmes 1.3 et 1.4 s’étendent immédiatement, par compacité, au cas
où G est infiniment définissable.
Le lemme suivant est une adaptation du Lemme 3.3 de [6] pour le cas superstable.
Lemme 1.6. Soient G un groupe superstable de rang de Lascar RU(G) = ωαn, n 	= 0,
et B un sous-groupe définissable de G d’indice fini dans son normalisateur. Si X est un
sous-ensemble définissable dans G tel que B ∩X soit non-générique dans B et, pour tout
g ∈G \NG(B),B ∩Bg ⊆ X, alors⋃g∈GBg est générique dans G.
Preuve. Soit N = NG(B). Les Inégalités de Lascar affirment que
RU(N)+RU(G/N)RU(G)RU(N)⊕RU(G/N).
Soient RU(N) = ωαk0 +Σi<ωωβi ki et RU(G/N) = ωαm0 + Σi<ωωβimi , où certains ki
et mi peuvent être nuls. La première inégalité de Lascar montre que
(
ωαk0 +Σi<ωωβi ki
)+ (ωαm0 +Σi<ωωβimi)= ωα(k0 +m0)+Σi<ωωβimi  ωαn,
en conséquence, ωα(k0 +m0) ωαn ; par ailleurs la deuxième inégalité montre que
RU(G)= ωαn ωα(k0 +m0)+Σi<ωωβi (ki +mi),
mais cela est possible seulement quand ωαn  ωα(k0 + m0), donc ωαn = ωα(k0 + m0),
c’est-à-dire, n = k0 +m0. Par suite,
RU(N)+ RU(G/N) = RU(G)= RU(N)⊕ RU(G/N).
Considérons l’application définissable f :
⋃
g∈G(B \ X)g → G/N telle que f (bg) =
Ng. Si bg = bh ∈ (Bg ∩ Bh) \ X, alors b1 = bhg
−1 ∈ B \ X et Ng = Nh ; c’est bien une1 2 2
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nérique dans G, alors l’élément y = h/N est générique dans G/N . Soit a un élément






= RU(a, y) RU(a/y)+ RU(y)= RU(B \X)+ RU(G/N).







 RU(N)+ RU(G/N) = RU(G).
Donc
⋃
g∈GBg est générique dans G. 
Une matrice η de Kn×n est dit nilpotente, s’il existe un entier k non nul tel que ηk = 0.
On dit qu’un élément u de GLn(K) est unipotent, s’il s’écrit comme la somme d’une
matrice nilpotente et de la matrice identité : u = I + η. Cela veut dire aussi que 1 est la
seule valeur propre de u. Les éléments unipotents de GLn(K) forment un fermé de Zariski
défini par équation (x − Id)n = 0. Si K est un corps de caractéristique p non nulle, alors
un élément u de GLn(K) est unipotent si et seulement s’il est un p-élément.






est un polynôme qui définit un unipotent de GLn(K). Si η et η′ commutent, η + η′ est
nilpotent et
Exp(η + η′) = Exp(η) · Exp(η′).





i + 1 (u− I)
i+1
est un polynôme définissant un nilpotent de Kn×n . En outre, si u et u′ commutent, u · u′
est unipotent et
Log(u · u′)= Log(u)+ Log(u′).
Exp(Log(u))= u et Log(Exp(η))= η ; Log et Exp sont des bijections inverses l’une de
l’autre, définissables dans le pur langage des corps ; elles échangent les sous-groupes abé-
liens de GLn(K) qui sont formés de matrices unipotentes, et les sous-groupes additifs de
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Si donc notre corps K est de rang de Morley fini et de caractéristique nulle, un sous-groupe
additif infini définissable A de Kn×n est un sous K-espace vectoriel ; en effet, l’ensemble
{s ∈ K | sA ⊆ A} est un sous-anneau définissable de K , contenant les entiers ; c’est donc
un sous-corps algébriquement clos de K , et la finitude du rang le force à être égal à K .
L’espace vectoriel A est donc engendré par un nombre fini d’éléments, et définissable dans
le pur langage des corps. On en déduit qu’un sous-groupe commutatif définissable G de
GLn(K), formé d’éléments unipotents, est nécessairement un fermé de Zariski, isomorphe
(dans le pur langage des corps) au groupe additif de Km, pour un certain m. De plus, le
lemme suivant montre que sont également fermés les groupes définissables engendrés par
des unipotents :
Lemme 1.7. Soient K un corps de rang de Morley fini de caractéristique nulle et G un
sous-groupe définissable de GLn(K). Alors le groupe GU engendré par les unipotents de
G est Zariski-clos et connexe.
Preuve. Si G ne contient pas d’éléments unipotents non-triviaux, GU = {1}. Sinon, si
u est un élément unipotent non-trivial de G, il engendre un groupe formé d’unipotents,
dont la clôture U est aussi formée d’unipotents, puisque les unipotents forment un fermé
de Zariski. Comme U est commutatif, d’après la remarque précédente, c’est un fermé de
Zariski-connexe isomorphe à K+ ; et c’est le plus petit sous-groupe définissable conte-
nant u. Le groupe U est inclus dans G ; d’après le Théorème des Indécomposables de
Zil’ber, GU = U1 . . .Uk est un produit d’un nombre fini de groupes vectoriels de dimen-
sion un, donc il est fermé et connexe. 
Un élément diagonalisable de Mn(K) est dit semi-simple. On remarque que la condition
d’être semi-simple comme celle d’être unipotent s’exprime par une formule dans le pur
langage des corps. Le fait suivant sera utile :
Fait 1.8 [10, Proposition 15.4]. Si M est un sous-ensemble commutatif de GLn(K), où
K est un corps algébriquement clos, alors M est triangularisable ; de plus, s’il est formé
d’éléments semi-simples, M est diagonalisable.
Nous allons généraliser le Théorème de Jordan [10, Section 15] pour les groupes défi-
nissables de GLn(K) sur les corps ω-stables de caractéristique p et sur les corps de rang
de Morley fini et de caractéristique nulle ; et dans la Section 3 nous verrons que la Décom-
position de Jordan restera valable pour les mauvais corps de Poizat et leurs généralisations.
Mais d’abord rappelons quelques faits sur les groupes ω-stables :
Fait 1.9 [12]. Si G est un groupe ω-stable abélien, il se décompose en G = D ·B , où D
est un sous-groupe définissable divisible et B est un sous-groupe définissable d’exposant
fini ; de plus, B est connexe si G est connexe.
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sous-groupe définissable commutatif G de GLn(K) se décompose en produit direct d’un
p-groupe et d’un groupe p-divisible.
Preuve. On décompose G comme dans le Fait 1.9, ensuite on exprime B comme produit
direct d’un p-groupe et d’un p′-groupe. 
Proposition 1.11 (Décomposition de Jordan). Soient K un corps, qui est ou bien omega-
stable de caractéristique p non nulle, ou bien de rang de Morley fini et de caractéristique
nulle, et G un sous-groupe définissable de GLn(K). Alors :
(i) Tout élément g de GLn(K) est produit, de manière unique, d’un élément gs semi-
simple et d’un élément gu unipotent qui commutent.
(ii) Si gh = hg, (gh)s = gshs et (gh)u = guhu.
(iii) Si g ∈G, gs ∈ G et gu ∈G.
(iv) Si A est un sous-groupe définissable abélien de G, As = {g ∈ A | g = gs} et Au =
{g ∈ A | g = gu} sont des sous-groupes définissables de A et A = As ×Au.
(v) Si f est un homomorphisme définissable de G dans GLm(K), alors pour tout g ∈G,
f (gu)= f (g)u et f (gs)= f (g)s .
Preuve. (i) et (ii) : classiques (Théorème de Jordan [10, Section 15]).
(iii) Commençons par le cas omega-stable de caractéristique p non nulle. Soient g ∈ G
non trivial et Ag le plus petit sous-groupe définissable contenant g. Il est abélien et, d’après
le Corollaire 1.10, Ag se décompose : Ag = D × P , où D est p-divisible définissable et
P est un p-groupe définissable d’exposant fini. Le groupe D ne contient que des éléments
semi-simples car tous les unipotents sont d’ordre au plus pn. Comme la décomposition de
Jordan est unique, gs appartient à D et gu est contenu dans P qui est, en fait, le groupe
cyclique engendré par gu. Comme Ag est contenu dans G, gs et gu sont aussi là.
Soit, maintenant, K de rang de Morley fini et de caractéristique nulle. On peut supposer
que gu et gs ne sont pas triviaux et que gs est diagonal. Le plus petit sous-groupe défi-
nissable contenant gu est isomorphe au groupe additif de K+ ; et gs est contenu dans un
groupe diagonal qui est isomorphe à (K∗)m pour un certain m  n et commute avec le
précédent car gu respecte les espaces propres de gs (m est le nombre de valeurs propres
distinctes de gs ). Ainsi, g appartient à un groupe Zariski-clos A isomorphe à (K∗)m ×K+.
Le groupe H = G∩A est définissable dans la structure totale. Comme la projection de H
sur K+ contient gu, elle est K+ tout entier. S’il existe deux éléments de H ayant même
projection sur (K∗)m, ils donnent un élément unipotent non-trivial dans H , si bien que le
groupe 1¯ ×K+ est contenu dans H , et gu ∈H , aussi que gs puisque g est dans H .
Sinon H est le graphe d’un homomorphisme définissable φ d’un sous-groupe défi-
nissable T de (K∗)m dans K+. On va montrer, par induction sur m, qu’il est nul. Si
m = 1, RM(φ(T )) < RM(K) ; comme K n’a pas de sous-groupe additif propre définis-
sable, φ(T ) = 0. Pour le passage de m à m+ 1, notons T1 := {(t1, . . . , tm+1) ∈ T | t1 = 1},
il est isomorphe à un sous-groupe de (K∗)m ; par hypothèse d’induction, φ(T1) = 0, il en
est de même l’homomorphisme de T/T1 dans K+ induit par φ. Ainsi, gu et gs appartien-
nent à G.
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de deux semi-simples est semi-simple et un produit de deux unipotents est unipotent, As
et Au sont des groupes, qui sont définissables. L’intersection de As et Au est triviale, tout
élément g de GLn(K) donc s’écrit de manière unique comme un produit de gs et de gu et
le groupe A = As ×Au.
(v) Soit f un homomorphisme définissable de G dans GLm(K) ; alors tout élément g
de G est contenu dans un sous-groupe abélien définissable A = As × Au. Si B = f (A),
B étant abélien et définissable, se décompose en B = Bs ×Bu d’après le point précédent.
Le graphe de f : A → B est un sous-groupe définissable F de As × Au × Bs × Bu ; il
contient l’élément g¯ = (g, f (g)). On considérera F comme un sous-groupe de GLn(K)×
GLm(K) ⊂ GLn+m(K) ; alors Fs et Fu sont contenus dans As × Bs et Au × Bu respecti-
vement. En conséquence, f (gu)= f (g)u et f (gs)= f (g)s . 
On remarque qu’il est impossible de reproduire cette démonstration pour les corps de
caractéristique nulle et omega-stables puisque dans un corps différentiellement clos la dé-
rivée logarithmique établit un homomorphisme surjectif de K∗ dans K+.
On considère un corps K de rang de Morley fini. On dit que T est un tore, si T est un
sous-groupe définissable de GLn(K) qui est diagonalisable et connexe. On voit que T est
définissablement isomorphe à un sous-groupe de (K∗)n. La clôture de Zariski d’un tore est
également un tore (un « tore algébrique ») définissablement isomorphe à un sous-groupe
algébrique de (K∗)n ; en effet, les matrices qui se diagonalisent dans une base b¯ donnée
forment un fermé de Zariski. On sait que tous les sous-groupes algébriques de (K∗)n sont
définissables sans paramètre, par des conjonctions d’équations de la forme xm11 · · ·xmnn = 1,
m1, . . . ,mn ∈ Z ; (voir [10, Section 16.1]). Par contre, la clôture de Zariski relative d’un
tore n’est pas nécessairement connexe.
Lemme 1.12. T est un tore si et seulement si c’est un groupe abélien définissable divisible
et sans unipotents.
Preuve. Soit T un tore. Comme un élément unipotent diagonalisable est trivial et T est
définissablement isomorphe à un sous-groupe de (K∗)n, il est abélien et sans unipotents.
D’après le Fait 1.10, T = D×B , où D est un sous-groupe définissable divisible et B est un
sous-groupe d’exposant fini. Comme, pour tout p premier, T n’a qu’un nombre fini d’élé-
ments d’ordre p, le groupe B est fini. Donc D est d’indice fini dans T , la connexité de T
le force à être égal à D. Réciproque : comme T est abélien sans unipotents, d’après 1.11
et 1.8, il est diagonalisable ; la divisibilité de T nous donne sa connexité. 
Proposition 1.13. Soit T un tore. Il existe une décomposition de Kn en une somme directe
E1 + · · · +Em de sous-espaces vectoriels tels que :
(i) chaque élément de T préserve chaque Ei et agit dessus diagonalement ;
(ii) l’ensemble T # des éléments de T qui ont m valeurs propres distinctes est une partie
générique de T .
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générique sur (b1, . . . , bn). Notons α1, . . . , αm les valeurs propres de g ; les éléments de la
base qui sont les vecteurs propres pour αi engendrent l’espace propre Ei de g associé à αi .
Comme il n’y a qu’un seul type générique, E1, . . . ,Em sont en fait les espaces propres de
n’importe quel générique ; en effet, si g′ est un autre élément générique sur (b1, . . . , bn), bi
et bj sont des vecteurs propres de g′, associés à la même valeur propre si bi et bj sont dans
le même espace Eh, à des valeurs propres distinctes sinon. On voit donc que le générique
a m valeurs propres distinctes, ce qui montre le point (ii). 
Lemme 1.14. Soient T un tore de GLn(K) et h un élément de GLn(K). Si h commute
avec un élément de T #, il centralise T .
Preuve. Si h commute avec g ∈ T #, il préserve ses espaces propres qui sont E1, . . . ,Em ;
d’après 1.13, il centralise T . 
Proposition 1.15 (Rigidité des tores). Soit T un tore d’un sous-groupe définissable G
de GLn(K). Alors le centralisateur CG(T ) est d’indice fini, plus précisement, d’indice au
plus m!, dans le normalisateur NG(T ).
Preuve. Si h normalise T , il normalise T #, et doit donc permuter les espaces E1, . . . ,Em.
Comme il s’agit d’une action définissable, NG(T ) a une sous-groupe C définissable d’in-
dice au plus m! qui fixe E1, . . . ,Em. Comme T agit diagonalement sur chaque Ei , le
groupe C commute avec T . 
Lemme 1.16 (Relèvement partiel des tores). Soient K un corps de rang de Morley fini
ω-saturé, G un sous-groupe connexe définissable de GLn(K) et f :G → GLm(K) un
homomorphisme définissable. Si T est un tore de f (G), pour tout élément x de T il existe
un tore Θx de G tel que f (Θx)⊆ T , x ∈ f (Θx). En conséquence T =⋃x∈T f (Θx).
Preuve. Soit x un élément de T ; comme T est divisible, il existe dans T une suite infinie
d’éléments X = {x0 = x, x1, . . . , xk, . . .} telle que xk = (xk+1)k+1. Comme K est ω-saturé,
par compacité, on peut trouver dans G un ensemble Y = {yk ∈ G} formé d’éléments dia-
gonalisables tel que f (yk) = xk et yk = (yk+1)k+1. Soit Θx le plus petit sous-groupe
définissable de G contenant Y ; Θx est abélien, divisible et sans unipotents : c’est un tore
et f (Θx)⊆ T . On voit que T =⋃x∈T f (Θx). 
Le Lemme 1.16 est une étape technique. Nous montrerons plus tard un résultat plus
fort : le relèvement total des tores (Corollaire 2.17), qui est valable même si le corps K
n’est pas ω-saturé.
Nous étudions maintenant, toujours dans le cas où K est de rang de Morley fini, les
sous-groupes de GLn(K) engendrés par des tores.
Notation 1.17. Si G est un sous-groupe définissable de GLn(K), nous notons par GT le
sous-groupe engendré par tous les sous-tores de G.
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connexe. Si b¯ est une base de l’espace vectoriel Kn, on note Gb¯ l’ensemble des éléments
de G qui se diagonalisent dans la base b¯. C’est un sous-groupe définissable de G.
Lemme 1.18. Si G est connexe, G est engendré par des tores si et seulement s’il existe un
m-uple de bases b¯1, . . . , b¯m tel que G = Gb¯1 · · ·Gb¯m .
Preuve. Si G est engendré par des tores, d’après le Théorème de Zilber, G = T1 · · ·Tm
et le résultat suit de ce que chaque tore est diagonalisable. Supposons maintenant que
G = Gb¯1 · · ·Gb¯m . On note T1, . . . , Tm les composantes connexes de Gb¯1, . . . ,G ¯bm , qui
sont des tores. Soit H le groupe engendré par T1, . . . , Tm ; d’après le Théorème de Zilber,
le groupe H est connexe et définissable, et nous voyons qu’il est d’indice fini dans G.
Comme G est connexe, G = H . 
Lemme 1.19. Soit F une extension élémentaire d’un corps de rang de Morley fini K .
Si G est un sous-groupe définissable de GLn(K) et GF est le sous-groupe correspondant
de GLn(F ), alors (GT )F = (GF )T ; en particulier, G est engendré par des tores si et
seulement si GF l’est.
Preuve. (GF )T est le plus grand sous-groupe de GF engendré par des tores. Comme il
est caractéristique dans GF , il est définissable avec les mêmes paramètres que GF , c’est-
à-dire, les mêmes paramètres, dans K , que G. Comme l’énoncé « il existe un m-uple de
bases b¯1, . . . , b¯m tel que G = Gb¯1 · · ·G ¯bm » est élémentaire, d’après le Lemme 1.18, l’in-
tersection de (GF )T et de GLn(K), qui est connexe, est aussi engendrée par des tores et
c’est GT 
On voit donc qu’il n’est pas nécessaire de remplacer K par une extension élémentaire
ω-saturée pour définir GT .
Lemme 1.20. Soient G un sous-groupe définissable de GLn(K) et f : G → GLm(K) un
homomorphisme définissable. Alors f (GT )= f (G)T .
Preuve. D’après le Lemme 1.19, on peut supposer que K est ω-saturé. Si T est un tore
dans f (G), d’après le Lemme 1.16, T =⋃x∈T f (Θx), où Θx est un tore de G. Comme
f (Θx) est un sous-tore de T , f (G) est engendré par les f (Θx) ; donc f (GT )⊇ f (G)T .
Si T ′ est un tore de G, f (T ′) est définissable et sans unipotents ; c’est un tore de f (G)
d’où l’inclusion f (GT ) ⊆ f (G)T . 
Nous rappelons qu’un « mauvais corps » est un corps qui a des tores non algébriques.
Nous disons qu’il est de type τ1 s’il y a des sous-groupes propres infinis définissables
dans K∗ ; et de type τ2 s’il y a des automorphismes définissables du groupe K∗ qui ne sont
pas algébriques.
764 Y. Mustafin / Journal of Algebra 281 (2004) 753–773Proposition 1.21. Si K est un corps qui n’est ni de type τ1 ni de type τ2, tous les
sous-groupes définissables de (K∗)n sont Zariski-clos ; en conséquence, tous les tores de
GLn(K) sont Zariski-clos.
Preuve. Soit T un sous-groupe définissable de (K∗)n. Démontrons cette proposition par
induction sur n, en utilisant le fait qu’un sous-groupe algébrique connexe de (K∗)n est iso-
morphe à (K∗)k pour un certain k  n (voir [10, Section 16.2]). Si n = 1, par hypothèse,
T est fermé. Supposons que l’énoncé est vrai pour n. Soit T un sous-groupe définissable
de (K∗)n × K∗. Si T ◦ est fermé, T l’est aussi, si bien que nous pouvons supposer que T
est connexe. Soit f la projection de T sur la dernière coordonnée K∗. Si f (T ) est fini,
comme f (T ) est connexe, il vaut 1 ; donc T est un sous-groupe de (K∗)n × 1, il est fermé
par hypothèse d’induction. Sinon, comme f (T ) est connexe, et K n’est pas de type τ1,
f (T )= K∗. Le groupe Ker(f ) est inclus dans (K∗)n × 1, il est donc fermé par hypothèse
d’induction ; il est de la forme : Ker(f )= F ×1, où F est un sous-groupe fermé de (K∗)n.
D’après le fait rappelé ci-dessus, (K∗)n/F est algébriquement isomorphe à (K∗)m, pour
un certain m  n. Le groupe Θ = T/Ker(f ) est le graphe d’un homomorphisme injec-
tif θ de K∗ dans (K∗)n/F = (K∗)m. Donc θ est un isomorphisme entre K∗ et θ(K∗).
Par hypothèse d’induction, θ(K∗) est fermé ; comme il est connexe, il est algébriquement
isomorphe à (K∗)k pour un certain k m. Comme RM(K∗) = RM((K∗)k), l’exposant k
égale 1 ; donc θ est un automorphisme de K∗. Par l’hypothèse que K n’est pas de type τ2, le
graphe Θ de θ est fermé ; comme Ker(f ) est fermé, T l’est aussi. Les tores de GLn(K) sont
(géométriquement) isomorphes aux sous-groupes définissables connexes de (K∗)n. 
2. Rang de Morley fini
2.1. Théorèmes de Structure : caractéristique p
On commence cette section par un fait dû à F.Wagner à propos des corps de caractéris-
tique p non nulle.
Fait 2.1 [20].
(i) Si K est un corps de rang de Morley fini, alors pour tout ensemble de paramètres
A ⊆ Keq le modèle premier sur A coïncide avec la clôture algébrique modèle-
théorique de A.
(ii) Si en outre K admet pour automorphisme, dans le langage L, l’application de Fro-
benius, alors la clôture algébrique modèle-théorique de ∅ coïncide avec la clôture
algébrique de Fp .
Le Fait 2.1 (ii) reste vrai si K a un automorphisme définissable non-trivial.
B. Poizat, dans [17], après avoir observé que les groupes définissables simples linéaires
sont pseudo-localement finis en s’appuyant sur une conséquence du Fait 2.1, a montré le
théorème suivant :
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tout sous-groupe simple définissable de GLn(K) est algébrique ; il est même définissable-
ment isomorphe (dans le langage L) à un groupe algébrique sur K .
Dans le fait précédent G n’est pas nécessairement fermé, s’il y a des automorphismes
définissables du corps K différant d’une puissance de Frobenius. Considérons par exemple,
un plongement semi-diagonal f : GLn(K) → GLn(K) × GLn(K) ⊂ GL2n(K) tel que
f (g) = (g, σ (g)), où σ est un automorphisme de K non algébrique. Si G est un sous-
groupe simple fermé de GLn(K), l’image σ(G) n’est pas fermée [11,17].
Si G est un groupe quelconque, le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes
normaux résolubles de G est appelé le radical résoluble de G et on le note R(G). Oleg
Belegradek dans [3] a observé que dans le cas de rang de Morley fini R(G) est un sous-
groupe résoluble et définissable de G. Le socle S(G) d’un groupe G est le groupe engendré
par les sous-groupes normaux minimaux de G.
Fait 2.3 [16, Proposition 3.25] ; [15]. Si G est un groupe de rang de Morley fini dont le
radical R(G) est trivial, son socle S(G) est un produit direct d’un nombre fini de groupes
définissables non abéliens simples.
Lemme 2.4. Si G est un groupe définissable linéaire sur un corps K de rang de Morley
fini, le quotient G/R(G) est aussi linéaire sur K .
Preuve. Le groupe R(G) est relativement clos dans G, et le Lemme 1.2 montre que
G/R(G) est linéaire. 
Fait 2.5 [5, Théorème 8.4]. Soient G un groupe algébrique simple infini sur un corps algé-
briquement clos, et H un groupe définissable connexe d’automorphismes de G, toutes ces
structures étant de rang de Morley fini. Alors H est un groupe d’automorphismes intérieurs
de G.
Théorème 2.6 (de Structure 1). Soient K un corps de rang de Morley fini de caractéris-
tique p non nulle et G un sous-groupe définissable connexe de GLn(K). Alors G/R(G) est
définissablement isomorphe à un produit d’un nombre fini de groupes simples algébriques
sur K .
Preuve. Notons par H le groupe G/R(G). Il est clair que R(H) est trivial. Considérons le
socle S = S(H) de H , d’après le Fait 2.3, S = A1 ×· · ·×An est produit direct d’un nombre
fini de groupes définissables simples ; d’après le Lemme 2.4, H est un groupe linéaire sur
K , donc tous les Ai sont aussi linéaires, et d’après le Fait 2.2, ils sont algébriques sur K .
Il reste à montrer que S et H sont égaux. On voit que l’intersection de CH (S) et de S est
triviale ; mais CH (S) est un sous-groupe normal de H qui ne contient aucun élément du
socle, donc CH(S) est aussi trivial. D’après le Fait 2.5, H est congru à un élément de S
modulo CH (S) ; donc H égale S. 
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où N et H sont des sous-groupes définissables de G et N est normal dans H . Un groupe
de rang de Morley fini dont les sections infinies simples et définissables sont isomorphes à
des groupes algébriques sur des corps algébriquement clos, est appelé un K-groupe, (le K
de K-groupe est la première lettre du mot anglais « known »).
Corollaire 2.7. Si K est un corps de rang de Morley fini et de caractéristique p non
nulle, toute section infinie simple définissable de GLn(K) est un groupe algébrique sur K ,
c’est-à-dire, tout sous-groupe définissable de GLn(K) est un K-groupe.
Preuve. Soient G et H des sous-groupes définissables de GLn(K), H étant un sous-
groupe normal dans G tel que G/H soit simple. On peut supposer G connexe, et on voit
que le radical R(G) est inclus dans H . D’après le Théorème 2.6, G/R(G)= A1 ×· · ·×An
est un produit direct d’un nombre fini de groupes algébriques simples, et H/R(G) est pro-
duit direct de certains Ai , car le sont tous les sous-groupes normaux de A1 × · · · × An.
Comme G/H est simple et est égal au quotient de G/R(G) modulo H/R(G), G/H est
isomorphe à l’un des facteurs Ai . 
Si G est un groupe linéaire connexe sur un corps K de rang de Morley fini et de ca-
ractéristique p, on appelle radical unipotent U(G) le plus grand p-sous-groupe normal de
G (le groupe U(G) existe bien car deux p-sous-groupe normaux engendrent un p-sous-
groupe normal). Ce groupe U(G) est donc le plus grand sous-groupe unipotent de G ; il
est relativement clos dans G et donc définissable. Il est nilpotent car sa clôture de Zariski
l’est aussi. Le groupe U(G) est contenu dans le radical résoluble R(G) de G, et le quo-
tient R(G)◦/(U(G) ∩ R(G)◦) est un tore. Comme U(G) est formé de p-éléments , il est
localement fini, comme tout groupe périodique linéaire.
Théorème 2.8 (de Structure 2). Soient K un corps de rang de Morley fini de carac-
téristique p non nulle, G un sous-groupe de GLn(K) définissable connexe. Alors G =
GT ·U(G).
Preuve. D’après le Théorème 2.6, G/R(G) est engendré par des tores, et en conséquence,
d’après le Lemme 1.20, G = GT · R(G). Par ailleurs, comme U(G) est relativement
clos dans G, R(G)/U(G) est un groupe linéaire résoluble sans unipotents ; d’après le
Théorème de Lie–Kolchin–Mal’cev, sa composante connexe R(G)◦/(R(G)◦ ∩ U(G))
est un tore. En conséquence, toujours d’après le Lemme 1.20, R(G)◦ est contenu dans
R(G)T · U(G). Donc GT · U(G) est d’indice fini dans G, et égal à G puisqu’il est
connexe. 
2.2. Thórème de Structure : caractéristique nulle
Maintenant, K est un corps de rang de Morley fini et de caractéristique nulle. Si G
un groupe définissable connexe linéaire, on note par GF le sous-groupe engendré par les
sous-groupes fermés connexes dans G. Le groupe GF est donc le plus grand sous-groupe
fermé connexe de G. On rappelle que par GU on a noté le sous-groupe engendré par tout
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est donc contenu dans GF . D’après la Proposition 1.11, deux sous-groupes unipotents
définissables (c’est-à-dire clos) normaux dans G engendrent un groupe de même nature,
G possède un plus grand sous-groupe normal unipotent définissable, son radical unipotent
U(G) ; c’est, en fait, le plus grand sous-groupe unipotent normal dans G ; il est Zariski-clos
et connexe. Il est inclus dans R(G), le plus grand sous-groupe résoluble normal dans G.
D’après le Théorème de Lie–Kolchin–Mal’cev, R(G)◦/U(G) est un tore, puisque U(G)
contient le dérivé de R(G)◦.
Théorème 2.9 (de Structure 3). Soient K un corps de rang de Morley fini de caracté-
ristique nulle et G un sous-groupe définissable connexe de GLn(K). Alors G/R(G) =
C × (A1 × · · · × Ak) est produit direct d’un groupe définissable sans unipotents et d’un
nombre fini de groupes algébriques simples.
Preuve. Soit H = G/R(G) ; comme R(H) est trivial, R(HF ) l’est aussi ; HF étant un
groupe fermé, se décompose en produit direct d’un nombre fini de groupes fermés simples :
HF = A1 × · · · × Ak . Soit C = CH(HF ) ; on voit que l’intersection de C et de HF est
triviale. Comme HF est caractéristique dans H , ce dernier induit un homomorphisme de
groupes φ :H → Aut(HF ) ; d’après le Fait 2.5, φ(H)= Int(HF ), et le noyau de φ égale C.
Donc CHF est d’indice fini dans H ; comme H est connexe, H est égal au produit direct
C ×HF . 
2.3. Conséquences
Si G est un groupe définissable, on appelle borel un sous-groupe définissable connexe
résoluble maximal B de G.
Si K est de rang de Morley fini et de caractéristique nulle, un sous-groupe simple
définissable de GLn(K) qui n’est pas un fermé de Zariski ne contient que des éléments
semi-simples [11,17] ; en effet, GU est alors trivial. Cela stimule l’étude des sous-groupes
connexes définissables de GLn(K) sans unipotents.
Soient G un sous-groupe définissable de GLn(K) sans éléments unipotents et H un
sous-groupe de G définissable résoluble connexe ; la clôture da Zariski de H est donc
aussi résoluble et d’après le Théorème de Lie–Kolchin–Mal’cev elle est triangularisable ;
H l’est donc aussi. Le dérivé de H est unipotent, si bien que H est commutatif. Ainsi,
tout sous-groupe définissable résoluble connexe de G est un tore, et les borels de G sont
les tores maximaux dans G. Donc si T est un tore maximal d’un sous-groupe définissable
connexe sans unipotents G de GLn(K), il est d’indice fini dans son normalisateur (i.e.,
NG(T )
◦ = T ). C’est un cas particulier d’un fait bien connu : dans un groupe de rang de
Morley fini, les borels sont d’indice fini dans leur normalisateur.
Proposition 2.10. Soient K un corps de rang de Morley fini de caractéristique nulle, G un
sous-groupe définissable connexe et sans unipotents de GLn(K). Alors les tores maximaux
(i.e., les borels) de G sont conjugués.
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sous-ensemble définissable de T . Il n’est pas générique dans T ; en effet, sinon, comme
T # est générique dans T , l’intersection de T # et de M n’est pas triviale ; donc on peut
trouver T g 	= T , contenant un élément de T # ; d’après le Lemme 1.14, T g centralise T ;
donc T est égal à T g : c’est une contradiction.
D’après le Lemme 1.6, la réunion de tous les conjugués de T est générique dans G.
Comme G est connexe, il ne peut avoir deux parties génériques dont l’intersection soit non
générique dans G. En conséquence, si T1 est un autre tore maximal, l’intersection de T1
et de
⋃
g∈G T g est générique dans T1. Il y a donc un conjugué T g de T qui contient un
élément de T #, d’où T1 = T g . 
On voit que dans ce contexte G est engendré par ses sous-tores, i.e., G = GT .
Proposition 2.11 (Conjugaison de borels). Soient K un corps de rang de Morley fini
de caractéristique arbitraire et G un sous-groupe définissable de GLn(K). Alors tous les
borels de G sont conjugués.
Preuve. Comme les borels de G sont contenus dans G◦, on peut supposer G connexe.
Etape 1. Caractéristique positive Si G est résoluble, il est lui-même son seul borel. Si-
non, comme tous les borels de G contiennent R(G)◦, il suffit de démontrer la proposition
pour G/R(G)◦ (qui n’est pas nécessairement un groupe linéaire). Soit H = G/R(G)◦ et
Z = Z(H) ; comme Z = R(G)/R(G)◦, Z est fini et H/Z = G/R(G). Soit f :H → H/Z
l’homomorphisme canonique ; si B est un borel de H/Z, le groupe (f−1(B))◦ est connexe
résoluble et a même rang de Morley que B : c’est donc un borel de H . Pour la même
raison, si B ′ est un borel de H , f (B ′), qui est connexe, est un borel de H/Z, et
B ′ = (f−1(f (B ′)))◦. Donc il y a une bijection entre les borels de H et les borels de H/Z
D’après le Théorème 2.6, H/Z = G/R(G) = A1 × · · · ×An est un produit direct d’un
nombre fini de groupes algébriques simples. Comme dans un groupe algébrique tous les
borels sont conjugués, les borels de H le sont aussi, et de même les borels de G.
Etape 2. Caractéristique nulle D’après le Théorème 2.9, G/R(G) = C × (A1 ×
· · · × Ak) ; les borels de G/R(G) sont donc conjugués. On en déduit, comme dans
l’Etape 1, que les borels de G/R(G)◦ sont conjugués, ainsi que ceux de G, puisqu’ils
contiennent R(G)◦. 
Remarque 2.12. L’Etape 1 de la preuve de la proposition précédante montre en fait que
les borels d’un K-groupe sont conjugués.
Si G est un groupe de rang de Morley fini, on appelle sous-groupe de Carter de G un
sous-groupe définissable, nilpotent et d’indice fini dans son normalisateur dans G. D’après
[9] il existe des groupes de Carter dans un groupe de rang de Morley fini. Or dans [19]
et [8] il est montré que si G est un groupe connexe, résoluble et de rang de Morley fini,
les sous-groupes de Carter de G sont conjugués dans G. Donc nous pouvons démontrer le
corollaire suivant :
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nissable connexe de GLn(K) en toute caractéristique. Alors tous les sous-groupe de Carter
de G sont conjugués.
Preuve. Si C est un sous-groupe de Carter de G, il est un sous-groupe de Carter d’un borel
B de G, d’après [19] et [8], tous les sous-groupes de Carter de B sont conjugués dans B ;
et on applique la Proposition 2.11. 
Maintenant on va montrer la conjugaison de tores maximaux.
Fait 2.14 [1]. Si K est un corps de rang de Morley fini et de caractéristique p non nulle,
tous les tores de GLn(K) sont les clôtures définissables de leur torsion.
Fait 2.15 [2]. Les π -sous-groupes de Hall d’un groupe résoluble de rang de Morley fini
sont conjugués.
Proposition 2.16 (Conjugaison de tores maximaux). Soit G un sous-groupe définissable
connexe de GLn(K) en toute caractéristique. Alors tous les tores maximaux de G sont
conjugués.
Preuve. Tout tore est contenu dans un borel, et comme les borels de G sont conjugués, il
suffit de le montrer quand G est connexe et résoluble.
Etape 1. Caractéristique positive Comme tout tore est la clôture définissable de sa torsion
(le Fait 2.14) qui est formée des éléments semi-simples d’ordre q , où q est un entier premier
à la caractéristique de K , un tore maximal de G est la clôture définissable d’un p′-sous-
groupe de Hall de G, où p′ est l’ensemble de tous les nombres premiers différents de p.
D’après le Fait 2.15, tous les p′-sous-groupes de Hall de G sont conjugués.
Etape 2. Caractéristique nulle Notons G¯ la clôture de Zariski de G ; comme U(G) est
fermé et G/U(G) est un tore, U(G) = U(G¯). Les tores maximaux de G¯ sont conjugés
et G¯ est produit semi-direct de U(G) par un tore (grâce au relèvement du tore algébrique
G¯/U(G)). En conséquence U(G) agit transitivement sur les tores maximaux de G¯, car les
tores maximaux d’un groupe algébrique sont conjugués [10, Corollaire 21.3(a)]. Si T1 et
T2 deux tores maximaux de G, on peut conjuguer T1 par un élément de U(G) de sorte que
T1 et T2 commutent ; comme ils sont maximaux, ils sont égaux. 
Corollaire 2.17 (Relèvement total de tores). Soient K un corps de rang de Morley fini de
caractéristique arbitraire, G un sous-groupe définissable connexe de GLn(K) et f :G →
GLm(K) un homomorphisme définissable. Si T est un tore de f (G), il existe un tore Θ de
G tel que f (Θ) = T .
Preuve. On peut supposer que le corps K est ω-saturé, car ce corollaire est équiva-
lent à l’énoncé élémentaire : « il existe une base b¯ de (K∗)n telle que f (Gb¯) contient
T » (voir le Lemme 1.19). Dans ces conditions, d’après le Lemme 1.16, on peut trouver
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T = f (Θ1) · · ·f (Θm). Comme les tores maximaux de f−1(T ) sont conjugués, on peut
remplacer Θ1, . . . ,Θm par des conjugués qui sont contenus dans un tore maximal Θ de
f−1(T ), et f (Θ) = T 
Corollaire 2.18. Tous sous-groupe définissable résoluble connexe G de GLn(K), où K
est de rang de Morley fini, est produit semi-direct de U(G) par un tore.
Preuve. U(G) est un groupe définissable, relativement Zariski-clos dans G (il est clos en
caractéristique nulle), qui est formé de tous les unipotents de G. Le quotient G/U(G) est
un groupe linéaire connexe isomorphe à un sous-groupe de (K∗)n ; c’est donc un tore qui,
d’après le Corollaire 2.17, se relève en tore de G. 
3. Quelques corps de rang infini
Dans cette section nous considérons quelques corps de rang de Morley infini. D’abord
on considère un mauvais corps vert de Poizat [18], c’est-à-dire, un corps omega-stable K
de caractéristique nulle et de rang de Morley ω.2 avec un sous-groupe multiplicatif
propre V (les points « verts ») de rang de Morley ω, qui est distingué par un prédicat
unaire. Le groupe V est un groupe divisible sans torsion, soit encore un espace vecto-
riel sur les rationnels. Soient T une théorie complète de mauvais corps de Poizat dans le
langage 〈+,−, ·,−1 ,0,1,V 〉 et K son monstre.
Proposition 3.1. Tout type de rang de Morley fini dans T est de géométrie triviale.
Preuve. On utilise la terminologie de [18]. Considérons un modèle K de T , et deux ex-
tensions autosuffisantes K1 et K2 de K , indépendantes au-dessus de K , chacune de d-rang
nul. Notons L la clôture algébrique (au sens algébrique) de K1 ∪ K2. Soit K3 une restric-
tion autosuffisante de L telle que K1 ∩K3 = K2 ∩K3 = K . Soit α¯ une base des points verts
de K1/K ; la prédimension δ(α¯/K) vaut deux fois le degré de transcendance de α¯ sur K
moins sa dimension linéaire ; α¯ reste linéairement indépendant sur K3, et comme K3 est
autosuffisant dans L, il a même degré de transcendance sur K3 que sur K . Autrement dit
K1 et K3 sont linéairement disjoints au-dessus de K , c’est-à-dire indépendants au-dessus
de K au sens de la théorie de corps algébriquement clos. Il en est de même de K2 et de K3.
Quant à K1 et K2, ils le sont par construction. Soit alors c¯ une base des points verts de K3,
qui s’écrit c¯ = a¯ · b¯, avec a¯ dans K1 et b¯ dans K2. D’après ce que nous avons vu, a¯, b¯
et c¯ sont deux-à-deux indépendants au-dessus de K . Soient c¯1 une autre base des points
verts de K3, qui se décompose comme c¯1 = a¯ · b¯1, et H le stabilisateur multiplicatif du
type de a¯ sur K dans le pur langage des corps. Comme c¯ et c¯1 ont même type au-dessus
de {K, b¯1, b¯} qui est un héritier de tp(c¯/K), l’élément c¯1 · c¯−1 ∈H , d’où c¯1 ∈Hc. Comme
le rang de Morley d’un type est toujours supérieur ou égal à celui de son stabilisateur,
RM(a¯/K) = RM(H) ; donc H est un sous-groupe algébrique infini connexe de (L∗)n et
c¯ est un générique d’une cossette modulo H , où n est la longueur de c¯. Comme H est
défini par une conjonction finie d’équations sans paramètres de la forme xm1 · · ·xmnn = 1 à1
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linéaire. Autrement dit 0 = δ(c¯/K) = 2 · dim(H)− dim(H). Donc dim(H)= 0, H = {1},
si bien que K3 = K . Comme les types de rang de Morley un de la théorie T correspondent
aux extensions minimales de δ-rang nul, on voit donc que si K1/K , K2/K et K3/K sont
de telles extensions, si K1 et K2 sont indépendants au-dessus de K , et si K3 dépend de
K1 ∪K2, alors K3 = K1 ou K3 = K2. C’est ça la trivialité. 
Remarque 3.2. Dans la version additive des corps de Poizat, les corps rouges, il y a
des types modulaires non triviaux de rang un, car pour le générique d’un sous-groupe
de (K+)n, en général, la dimension algébrique n’est pas égale à la dimension linéaire.
Corollaire 3.3. Il n’y a pas de sous-groupes infinis de rang de Morley fini définissables
dans un mauvais corps vert de Poizat.
Preuve. Soit G un groupe définissable dans un mauvais corps vert K ; alors si a et b sont
deux génériques indépendants de G, leur produit c est générique et indépendant de a, et
aussi, de b. D’après la Proposition 3.1, G ne peut pas être de rang de Morley fini. 
Remarque 3.4. La Proposition 3.1 et le Corollaire 3.3 restent vrais si K est de rang de
Morley ω.m et V est de rang ω.(m− 1).
Tous ce qu’on vient d’obtenir nous permette d’introduire une notion plus générale :
un corps K de rang de Morley ω.m de caractéristique nulle, qui ne permet pas de définir
de groupes de rang fini. Nous généralisons rapidement à ce contexte nos résultats de la
Section 2.2 (caractéristique nulle). Nous remarquons que nous ne pouvons le faire pour la
Section 2.1 (caractéristique positive), qui repose sur le Théorème de Wagner.
Les groupes additifs et multiplicatifs du corps K sont α-connexes ; donc d’après les
Inégalités de Lascar ils sont connexes et les ensembles α-indécomposables sont ordinai-
rement indécomposables. Donc nous pouvons utiliser le Théorème de Berline–Lascar des
α-indécomposables pour les groupes superstables [4], qui est un analogue du Théorème de
Zilber pour les groupes de rang de Morley fini.
Le corps K ne peut avoir de sous-corps définissables propres ; en effet, si k est un
sous-corps définissable propre de K de rang infini, l’extension K/k est de degré infini,
et K contient des copies de kn pour tout entier n ; mais d’après les Inégalités de Lascar,
RM(K)  RM(k).n ; c’est impossible puisque k ne peut être de rang de Morley fini. Par
conséquent, un sous-groupe abélien infini définissable de Kn×n est un K-espace vectoriel,
car le sous-anneau définissable {s ∈ K | sA ⊆ A} de K , contient les entiers ; c’est un sous-
corps algébriquement clos, et donc il est égal à K . En conséquence, on peut démontrer que
les sous-groupes unipotents définissables de GLn(K) sont fermés.
La Décomposition de Jordan reste valable pour notre cas aussi : pour montrer cela on
peut utiliser directement la preuve (pour la caractéristique nulle) de la Proposition 1.11,
car le logarithme et l’exponentielle marchent aussi bien dans Kn×n.
Considérons maintenant le radical R(G) d’un sous-groupe définissable de GLn(K).
Toutes les propriétés décrites ici et dans la section 1 sont applicables au raisonnement
de [3] pour montrer que R(G) existe bien, c’est-à-dire, le groupe engendré par tous les
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sous-groupe normal résoluble définissable R(G) de G. Donc on est capable de démontrer
une analogue du Théorème 2.9 dans notre contexte :
Théorème 3.5 (de Structure 4). Soit K un corps de rang de Morley ω.m qui ne permet pas
de définir de groupes de rang fini ; si G est sous-groupe connexe définissable de GLn(K),
G/R(G) est un produit direct d’un groupe définissable sans unipotents par un produit
direct d’un nombre fini de groupes algébriques simples.
Preuve. On utilise les mêmes raisonnements que dans la preuve du Théorème 2.9. 
Le Lemme 1.6, qui a été formulé pour le cas superstable, nous permet d’obtenir les
analogues des Propositions 2.11, 2.16 et des Corollaires 2.17, 2.18 dans notre contexte :
Théorème 3.6. Si G est un sous-groupe de GLn(K), où K est un corps de rang de Morley
ω.m et de caractéristique nulle, qui ne permet pas de définir de groupes de rang fini, alors :
(i) tous les borels de G sont conjugués ;
(ii) tous les tores maximaux de G sont conjugués ;
(iii) la propriété « Relèvement total de tores » est satisfaite ;
(iv) tout sous-groupe G définissable résoluble connexe de GLn(K) et produit semi-direct
de U(G) par un tore.
Preuve. On utilise les mêmes raisonnements que dans les preuves des Propositions 2.11,
2.16 et des Corollaires 2.17, 2.18. 
Tout cela assure l’existence d’un contexte où nos résultats sont significatifs, contrai-
rement au cas de rang de Morley fini il y a des exemples connus de tels corps avec des
sous-groupes définissables non algébriques de GLn(K), par exemple, le tore V n dans mau-
vais corps vert de Poizat.
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